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1 Eisagwgă

H grammikă logikă den apoteleÐ mia akìmh enallaktikă logikă, allĹ mÐa
beltÐwsh thc sunhjismènhc logikăc1. H grammikă logikă anakalÔfjhke apì
to gĹllo Jean-Yves Girard, enÿ autìc doÔleue pĹnw stic idiìthtec twn qÿrwn
sunĹfeiac [12, 14]. To basikìtero prìblhma, tìso thc klasikăc ìso kai thc
diaisjhtikăc logikăc, pou lÔnei h grammikă logikă eÐnai autì twn statikÿn
protĹsewn. SÔmfwna me thn klasikă logikă kĹje prìtash ufÐstatai pĹnta
kai eÐnai eÐte alhjăc eÐte yeudăc. Den qreiĹzontai barÔgdoupa majhmatikĹ gia
na deÐxei kaneÐc ìti mia tètoia upìjesh den eustajeÐ genikĹ. Gia parĹdeigma h
prìtash h jermokrasÐa eÐnai 35 Æ eÐnai alhjăc mia zestă hmèra tou AugoÔstou,
allĹ eÐnai sÐgoura yeudăc mia opoiadăpote hmèra tou qeimÿna. Dhl. h alăjeia
thc prìtashc den eÐnai stajeră ìpwc upojètei h klasikă logikă. ’Omwc autì
den eÐnai to mìno prìblhma thc klasikăc logikăc. ParousÐazoume to klasikì
parĹdeigma pou katadeÐqnei merikĹ akìmh problămata thc klasikăc logikăc.
’Estw oi protĹseic: D �= dapĹnh enìc dollarÐouM �= agorĹ ènìc pakètou MarlboroC �= agorĹ ènìc pakètou Camel
EpÐshc jewrăste ìti oi parĹstaseic D ) M kai D ) C eÐnai alhjeÐc kai
shmaÐnoun ìti me èna dollĹrio agorĹzei kaneÐc èna pakèto Marlboro ă èna
pakèto Camel antÐstoiqa. Tìte sthn klasikă logikă mporeÐ kaneÐc na sunĹgei
ìti isqÔei h prìtash D ) (M ^ C)
Me Ĺlla lìgia me èna dollĹrio mporeÐ kaneÐc na agorĹsei èna pakèto Marl-boro kai èna pakèto Camel! To parĹdoxo ofeÐletai sto trìpo me ton opoÐo

1Gia mia genikă eisagwgă sth majhmatikă logikă blèpe, p.q., [8].
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antilambĹnetai kaneÐc to telestă ^: an autìc shmaÐnei epilogă metaxÔ dÔo,
profanÿc h parapĹnw prìtash eustajeÐ, an ìmwc shmaÐnei tautìqronh ktÐsh
fusikĹ kai upĹrqei paradoxo.

2 SÔntaxh thc grammikăc logikăc

2.1 Oi telestèc thc grammikăc logikăc

’Enac basikìc mhqanismìc exagwgăc sumperasmĹtwn thc logikăc eÐnai o
kanìnac modus ponens2 , dhl. Ĺma gnwrÐzoume ìti mia prìtash D isqÔei, enÿ
isqÔei kai h prìtash D ) M , tìte sunĹgoume ìti isqÔei h prìtash M , enÿ
h prìtash D den paÔei na isqÔei. O kanìnac modus ponens ekfrasmènoc
sth morfă tou logismoÔ tou Prawitz (natural dedu
tion) èqei thn parakĹtw
morfă: D D )MM :
(’Oti brÐsketai pĹnw apì th grammă apoteleÐ upìjesh, enÿ autì pou brÐsketai
kĹtw apì th grammă sumpèrasma.) An oi protĹseic tou kanìna, gia parĹdeig-
ma, antistoiqijoÔn se autèc tou paradeÐgmatoc thc prohgoÔmenhc enìthtac,
ousiastikĹ o kanìnac autì shmaÐnei pwc an èqw èna dollĹrio kai an me èna
dollĹrio agorĹzw ena pakèto Marlboro, tìte mporÿ na agorĹsw èna pakètoMarlboro allĹ kai ta qrămata mou na mhn dapanÐsw! An kai eÐnai profa-
nèc, ja prèpei na tonisjeÐ ìti to prìblhma de brÐsketai ston kanìna modusponens, allĹ ston trìpo qrăshc tou. [NomÐzw pwc ja sumgwnăte ìti kĹ-
je upourgìc oikonomikÿn an ătan kai melethtăc thc logikăc (logi
ian), ja
lĹtreue thn klasikă logikă. . . ]
Ta problămata thc klasikăc logikăc pou sunantăsame lÔnontai apì thn

grammikă logikă me thn eisagwgă nèwn telestÿn, oi opoÐoi antistoiqoÔn sto
nèo trìpo antimetÿpishc twn pragmĹtwn. Gia th grammikă logikă upĹrqoun
katastĹseic, drĹseic kai antidrĹseic. Oi katastĹseic antistoiqoÔn se aiÿniec
alăjeiec, p.q., majhmatikĹ axiÿmata, ktl, enÿ oi drĹseic kai oi antidrĹseic
se aplèc, kajhmerinèc protĹseic. H grammikă logikă epitrèpei thn epanalam-
banìmenh qrăsh katastĹsewn, allĹ me èna elegqìmeno trìpo: h prìtash !D
shmaÐnei aperiìristh dhmiourgÐa, enÿ h prìtash ?D aperiìristh katanĹlwsh.
H katanìhsh tou problămatoc thc sÔzeuxhc odhgeÐ se dÔo nèouc telestèc
sÔzeuxhc: ton & (epilogă) kai ton 
 ( tautìqronh ktÐsh). ’Omwc upĹrqoun
kai dÔo nèoi telestèc diĹzeuxhc:� O � (suzugăc tou &) o opoÐoc ekfrĹzei thn epilogă miac drĹshc metaxÔ

dÔo pijanìn tÔpwn, gia parĹdeigma, h prìtash D ( M�C (o telestăc
( eÐnai autìc thc grammikăc sunepagwgăc), shmaÐnei ìti gnwrÐzoume

2O ìroc shmaÐnei trìpoc topojèthshc, enÿ to ìnoma tou suzugoÔc kanìna, dhl. toumodus tollens, shmaÐnei trìpoc apìsurshc[27]. Kai oi duì ìroi eÐnai mesaiwnkoÐ.
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pwc me èna dollĹrio paÐrnoume èna pakètoMarlboro ă èna pakèto Camel
allĹ den xèroume, plèon, ti na dialèxoume.� OP (suzugăc tou 
) o opoÐoc ekfrĹzei thn exĹrthsh dÔo tÔpwn drĹshc;
h ermhneÐa tou P den eÐnai tìso aplă, ìmwc me th qrăsh thc grammikăc
Ĺrnhshc mporìume na poÔme ìti h parĹstash D PM isodunameÐ eÐte me
thn parĹstash D?

( M eÐte me thn parĹstash M?
( D.

O pio shmantikìc telestăc thc grammikăc logikăc eÐnai autìc thc grammi-
kăc Ĺrnhshc. O telestăc autìc ekfrĹzei thn suzugÐa drĹshc kai antÐdrashc:

drĹsh tÔpou A = antÐdrash tÔpou A?
H basikìterh idiìthta thc Ĺrnhshc eÐnai ìti oi parĹstaseic A kai A?? eÐnai
tautìshmec (skeftăte ìti sth diaisjhtikă logikă autì den isqÔei genikĹ). Exfl
orismoÔ isqÔoun oi parakĹtw sqèseic:(A
B)? := A? P B? (A P B)? := A? 
B?(A & B)? := A? �B? (A�B)? := A? & B?(9x:A)? := 8x:A? (8x:A)? := 9x:A?(!A)? := ?A? (?A)? := !A?1? := ? ?? := 1>? := 0 0? := >(p)? := p? (p?)? := pA ( B := A? P B
Oi protĹseic ?, >, 1 kai 0 apoteloÔn ta oudètera stoiqeÐa twn telestÿn P,&, 
 kai � antÐstoiqa. ’Etsi, gia parĹdeigma, isqÔei ? P A = A = A P ?.
DÐnoume tÿra èna parĹdeigma qrăshc twn sundèsmwn thc grammikăc logikăc
ìpwc autì parousiĹzetai sto [24]:

’Estw ìti èqoume sthn diĹjesh mac 5 dollĹria kai èstw ìti se èna
estiatìrio me autì to posì mporoÔme na agorĹsoume èna ham-burger (H), èna anayuktikì (C), ìsec thganitèc patĹtec jèloume
(F ), kremmudìsoupa (O) ă salĹta (S), dikă mac h epilogă, kai
glukì (P ) ă pagwtì (I) analìgwc tou ti diajètei to katĹsthma,
tìte h parakĹtw parĹstash ekfrĹzei aută akribÿc thn perÐptw-
sh:(D 
D 
D 
D 
D) ( [H 
 C 
 !F 
 (O & S)
 (P � I)℄

2.2 O logismìc Gentzen
O logismìc Gentzen eÐnai èna jaumĹsio ergaleÐo epagwgăc sumperasmĹ-

twn. ApoteleÐ, ousiastikĹ, ton purăna pollÿn susthmĹtwn autìmathc apì-
deixhc jewrhmĹtwn, metaxÔ twn opoÐwn kai thc glÿssac programmatismoÔ
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Prolog. KĹje kanìnac tou logismoÔ èqei th morfă� ` ��0 ` �0 ;
ìpou � (= A1; : : : ; An) kai � (= B1; : : : ; Bn) eÐnai peperasmènec akoloujÐec
protĹsewn (formulae). H shmasÐa tou kanìna eÐnai ìti mporoÔme na antika-
tastÐsoume to � ` � me to �0 ` �0. H aporrèousa prìtash (sequent) � ` �
shmaÐnei ìti:

apì A1 kai : : : kaiAn sunepĹgetai B1 ă : : : ăBn
FusikĹ ja prèpei na xekajarasteÐ h akribăc shmasÐa twn sundèsmwn kai, ă
kai sunepĹgetai. O logismìc Gentzen pou antistoiqeÐ sthn klasikă logikă
pĹsqei apì dÔo nìsouc: tou kanìna exasjènhshc (weakening) kai tou kanìna
sustolăc (
ontra
tion). Oi kanìnec autoÐ èqoun thn exăc morfă:� ` �� ` A;� LW � ` ��; A ` � RW� ` A;A;�� ` A;� LC �; A;A ` ��; A ` � RC
GiatÐ ìmwc eÐnai problhmatikoÐ autoÐ oi dÔo kanìnec? O kanìnac exasjè-

nhshc ousiastikĹ eisagĹgei èna nèo ìro o opoÐoc moiĹzei na èqei èrjei apì to
poujenĹ: autì shmaÐnei ìti èqoume aÐtio qwrÐc apotèlesma. Molonìti, o kanì-
nac autìc apoteleÐ ousiÿdec ergaleÐo exagwgăc sumperasmĹtwn, entoÔtoic h
grammikă logikă ton apagoreÔei. Apì thn Ĺllh o kanìnac sustolăc ousiasti-
kĹ lèei ìti autì pou èqoume, ja to èqoume gia pĹnta anexĹrthta apì to pÿc
to qrhsimopoioÔme. ’Omwc autì den eustajeÐ kai gia to lìgo autì h grammikă
logikă apagoreÔei autì to kanìna. [ParaleÐpontac kaneÐc kai ton kanìna
antallagăc (ex
hange), bl. parakĹtw, ftĹnei sth mh-metajetikă grammikă
logikă.] ’Omwc logikă qwrÐc autoÔc touc kanìnec den noeÐtai, ètsi h grammikă
logikă touc eisagĹgei ek nèou allĹ mìno sthn perÐptwsh pou qrhsimopoioÔme
katastĹseic kai pĹnta me elegqìmeno trìpo. O logismìc pou parousiĹze-
tai parakĹtw èqei monìpleurec aporrèousec protĹseic kai autì ofeÐletai sto
gegonìc ì,ti h aporrèousa protĹsh � ` � mporeÐ na parastajeÐ wc ` �?;�.
Kanìnec tautìthtac/Ĺrnhshc` A;A? (tautìthta) ` �; A ` A?;�` �;� (kanìnac apokopăc)

Domikìc kanìnac` �; A;B;�` �; B;A;� (kanìnac antallagăc)

Kanìnec logikăc` 1 (èna) ` �` �;? (yeÔdoc)
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` �; A ` B;�` �; A
B;� (epÐ)
` �; A;B` �; A P B (parallhlÐa)` �;> (alăjeia) (den upĹrqei gia to mhdèn)` �; A ` B;�` �; A & B;� (mazÐ)

` �; A` �; A�B (dexiì sun)` �; B` �; A�B (aristerì sun)` ?�; A` ?�; !A (bebaÐwc) ` �` �; ?A (exasjènhsh)` �; A` �; ?A (egkatĹleiyh) ` �; ?A` �; ?A; ?A (sustolă)` �; A` �;8xA (gia ìla ta x pou den eÐnai
eleÔjera sto �) ` �; A[t=x℄` �;9xA (upĹrqei)

Apì to kanìna gia to P mporeÐ kaneÐc na sunĹgei ìti to kìmma sumperifère-
tai wc krufì P. (Sthn perÐptwsh pou grĹfoume ton logismì kai apì tic duo
merièc tou `, sta aristerĹ to kìmma sumperifèretai wc krufì 
.) To sum-
pèrasma, loipìn, eÐnai ìti oi sÔndesmoi kai, ă kai sunepĹgetai antistoiqoÔn
stouc telestèc 
, P kai (. Tèloc, axÐzei na anaferjeÐ pwc isqÔei kai sth
grammikă logikă o kanìnac Haupsatz, dhl. ìti an apodeÐxoume kĹpoio jeÿrh-
ma qrhsimopoiÿntac ton kanìna apokopăc, mporoÔme na broÔme mia apìdeixh
pou den kĹnei qrăsh autoÔ tou kanìna.

3 EnswmĹtwsh thc diaisjhtikăc logikăc

H diaisjhtikă logikă (intuitionisti
 logi
) [17] wc gnăsio tèkno twn diai-
sjhtikÿn majhmatikÿn aporÐptei exfl orismoÔ thn arqă tou apokleiomènou trÐ-
tou. Enÿ parĹllhla dèqetai ìti upĹrqei h apìdeixh miac prìtashc an kai mìno
an upĹrqei mia kataskeuă thc prìtashc. H diaisjhtikă logikă apotèlese thn
bĹsh tou sunarthsiakoÔ programmatismoÔ [11]; ètsi apì nwrÐc ègine antilh-
ptì ì,ti mia diaisjhtikă grammikă logikă ja epètrepe thn eÔkolh qrăsh thc
grammikăc logikăc sthn Epistămh twn H/U. KĹje prìtash thc diaisjhtikăc
logikăc mporeÐ na metafrasteÐ se prìtash thc grammikăc logikăc qrhsimo-
poiÿntac touc parakĹtw kanìnec:p� := p (to p eÐnai Ĺtomo);[A) B℄� := !A�

( B�;[A ^B℄� := A� & B�;[8xA℄� := 8xA�;[A _B℄� := !A� � !B�;[9xA℄� := 9x!A�;[:A℄� := !A�
( 0
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Epiplèon h aporrèousa prìtash � ` A apodeiknÔetai diaisjhtikĹ an kai mìno
an h prìtash !�� ` A�, dhl. ` ?��?; A�, apodeiknÔetai grammikĹ.
4 EnswmĹtwsh thc klasikăc logikăc

An kai h metĹfrash thc diaisjhtikăc logikăc sth grammikă logikă eÐnai
sqetikĹ aplă, h metĹfrash thc klasikăc logikăc eÐnai pio dÔskolh. O lìgoc
eÐnai ìti o logismìc Gentzen thc klasikăc logikăc parousiĹzei dexièc kai ari-
sterèc summetrÐec, dhl. o Ðdioc kanìnac èqei dexiĹ morfă (sta dexiĹ tou `)
allĹ kai aristeră morfă (sta aristerĹ tou `). Gia na metafrĹsoume mia prì-
tash thc klasikăc logikăc sth grammikă logikă thc anajètoume polikìthta:
jetikă ă arnhtikă. H idèa pÐsw apì thn anĹjesh polikotătwn eÐnai ì,ti se
mia jetikă parĹstash mporoÔme na efarmìsoume touc dexioÔc domikoÔc kanì-
nec, enÿ se mia arnhtikă touc aristeroÔc. ParakĹtw dÐnoume touc kanìnec
metĹfrashc (oi arijmoÐ anafèrontai sthn polikìthta):A B A _B A ^B A) B :A 8xA 9xA+1 +1 A
B A�B A ( ?B A? 8x?A 9xA�1 +1 !A
B A P ?B A? �B A? 8xA 9x!A+1 �1 A
 !B ?A P B A ( B�1 �1 A & B A P B !A ( B
5 Grammikìc sunarthsiakìc programmatismìc

O sunarthsiakìc programmatismìc ousiastikĹ èqei tic rÐzec tou apì th
mia sto logismì � kai apì thn Ĺllh ston isomorfismì Curry-Howard (blèpe,
gia parĹdeigma, [5] kai [16] antÐstoiqa).
O logismìc � apoteleÐ to legìmeno logismì twn anwnÔmwn sunartăsewn.

O logismìc epinoăjhke apì ton Alonzo Chur
h wc tmăma miac genikăc jewrÐ-
ac sunartăsewn kai logikăc, proorizomènhc wc jemèlio twn majhmatikÿn. An
kai ìlo to sÔsthma ătan genikĹ problhmatikì, enĹc mikrìc purănac tou, autì
pou sămera onomĹzoume logismì �, èdwse nìhma sthn ènnoia thc upologÐsimhc
sunĹrthshc (
omputable fun
tion). [KĹje sunĹrthsh pou eÐnai upologÐsimh
apì mÐa mhqană Turing, mporeÐ na parastajeÐ sto logismoÔ �. Blèpe, gia
parĹdeigma, [9] gia ton orismì thc mhqanăc Turing allĹ kai ton orismì thc
upologÐsimhc sunĹrthshc.] O logismìc � parèqei dÔo basikèc prĹxeic: thn
efarmogă (appli
ation) kai thn afaÐresh (abstra
tion). H parĹstash FA
upodhlÿnei thn ektèlesh tou progrĹmmatoc F me dedomèna eisìdou A. AnM � M [x℄ eÐnai mia parĹstash perièqousa to x, tìte h �x:M upodhlÿnei
thn apeikìnish x 7! M [x℄. Gia parĹdeigma, an h parĹstash �x:x + 1 efar-
mosjeÐ ston arijmì 3, parĹgei thn parĹstash 3 + 1. H basikă jewrÐa tou
logismoÔ epitrèpei stic sunartăseic na èqoun ìti ìrisma jèloume. Gia pa-
rĹdeigma h sunĹrthsh �x:x mporeÐ na deqteÐ wc ìrisma akìmh kai ton eautì
thc. BĹzontac periorismì sto eÐdoc twn orismĹtwn pou mporeÐ mia sunĹrthsh
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na deqteÐ, pernĹme se logismoÔc � me tÔpouc. ’Etsi kĹje parĹstash èqei ton
dikì thc tÔpo; o opoÐoc eÐnai antikeÐmeno suntaktikăc ufăc kai wc ek toÔtou
mporeÐ na anatejeÐ se kĹje parĹstash. Autì, praktikĹ, shmaÐnei ìti ènac
logismìc me tÔpouc eÐnai dunatì na eÐnai ligìtero ekfrastikìc se sqèsh me
ton logismì qwrÐc tÔpouc.
O isomorfismìc Curry-Howard den eÐnai tÐpote Ĺllo apì thn anakĹluyh

thc antistoiqÐac metaxÔ tÔpwn kai protĹsewn (proposition). O isomorfismìc
autìc èqei tic rÐzec tou sth shmasiologÐa Heyting, h opoÐa se antidiastolă
me thn shmasiologÐa Tarski, rwtĹ:

PoiĹ eÐnai h apìdeixh thc prìtashc A?
ekeÐ ìpou h deÔterh rwtĹ: Potè h prìtash A eÐnai alhjăc? ’Etsi oi para-
stĹseic kĹpoiac logikăc gÐnontai tÔpoi kai oi apodeÐxeic gÐnontai ìroi, ă pio
sugkekrimèna: mia apìdeixh tou A (wc parĹstash) gÐnetai ìroc tÔpou A (wc
tÔpoc). An gia parĹdeigma jewrăsei kaneÐc to tmăma (^;)) tou protasiakoÔ
logismoÔ, tìte oi aplèc protĹseic èqoun tÔpo Ti, h prìtash p ^ q èqei tÔpoTi � Tj (kartesianì ginìmeno) kai h prìtash p) q èqei tÔpo Ti ! Tj (apei-
kìnish). ’Eqontac tÔpouc mporoÔme na broÔme kai touc mhqanismoÔc, dhl. tic
sunartăseic, pou brÐskoun thn apìdeixh, sto pneÔma tou Heyting. Katfl autì
to trìpo upĹrqei Ĺmesh sÔndesh tou logismoÔ � me tÔpouc me thn diaisjhtikă
logikă.
O Lafont [21] qrhsimopoiÿntac ton grammikì diaisjhtikì logismì Gentzen

(ousiastikĹ prìkeitai gia ton logismì pou parousiĹsame sthn enìthta 2.2),
allĹ kai ta apotelèsmata tou isomorfismoÔ Curry-Howard, proqÿrhse ston
sqediasmì enìc grammikoÔ logismoÔ �. O logismìc autìc mporeÐ na qrhsi-
mopoihjeÐ gia ton sqediasmì miac sunarthsiakăc glÿssac programmatismoÔ.
To endiafèron se mia tètoia glÿssa, ìson aforĹ thn ulopoÐhsh thc, eÐnai
ìti ektìc apì ton èlegqo tÔpwn pou prèpei na gÐnei se kĹpoio prìgramma
(blèpe [28]), ja prèpei na gÐnei kai èlegqoc grammikìthtac tou progrĹmmatoc
([21, 19, 18]). Apì kajarĹ programmatistikă skopiĹ oi grammikèc sunarth-
siakèc glÿssec èqoun merikĹ endiafèronta qarakthristikĹ:� Armonikă anĹmixh oknurÿn (lazy) kai austhrÿn (stri
t) mhqanismÿn

upologismoÔ.� Asfală diaqeÐrhsh mnămhc miac kai upĹrqei safăc periorismìc sth qră-
sh metablhtÿn. OusiastikĹ den upĹrqei lìgoc gia apokomidă skoupi-
diÿn (garbage 
olle
tion).
An jewrăsoume èna logismì � me tÔpouc ìpou se kĹje parĹstash � den

upĹrqei eleÔjerh metablhtă (dhl. an èqoume thn parĹstash �x1:�x2 : : : �xn:E,
sto E den upĹrqoun Ĺllec metablhtèc ektìc apì ta x1; x2; : : : ; xn), tìte oi pa-
rastĹseic � onomĹzontai sundiastèc (
ombinators). O sundiastăc I : A! A,
dhl. me tÔpo A! A, o opoÐoc antistoiqeÐ sthn parĹstash �x:x, gÐnetai plèon
mia kanonikă sunĹrthsh. To endiafèron eÐnai ìti mporìume na anakalÔyoume
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touc sundiastèc sthn jewrÐa kathgoriÿn [20]: an jewrăsoume ìti oi protĹseic
eÐnai antikeÐmena miac kathgorÐac kai oi kanìnec morfismoÐ, tìte oi apodeÐxeic,
dhl. ta mèsa pou èqoume sthn diĹjesh mac gia thn apìdeixh enìc jewrămatoc,
antistoiqoÔn sth sÔnjesh morfismÿn (bl. parĹrthma Aþ). ’Etsi o kathgoria-
kìc sundiastăc � : A! B eÐnai mia anaparĹstash thc apìdeixhc A ` B. Me
ton trìpo autì mporoÔme eÔkola na orÐsoume touc basikoÔc kathgoriakoÔc
sundiastèc miac logikăc, oi opoÐoi mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn wc bĹsh gia
th dhmiourgÐa miac aplăc glÿssac programmatismoÔ. Aută h paratărhsh odă-
ghse ston sqediasmì thc kathgoriakăc afhrhmènhc mhqanăc, miac mhqanăc
swrÿn sto pneÔma twn mhqanÿn SECD3 me thn opoÐa mporoÔme na ulopoiă-
soume aută thn glÿssa. An tÿra h logikă mac eÐnai h diaisjhtikă grammikă
logikă, tìte mporoÔme na pĹroume touc antÐstoiqouc grammikoÔc sundiastèc
kai apì ekeÐ mia grammikă afhrhmènh mhqană (blèpe [21]). Mia shmantikă
anakĹluyh, sta plaÐsia autăc thc diergasÐac, apoteleÐ h parakĹtw sqèsh:!A = A & 1 & (!A
 !A)
6 UpĹrqei mia monadikă logikă?

6.1 O enopoihmènoc logismìc LU
Stic arqèc tou aiÿna h katĹstash ìson afìra thn logikă (allĹ kai Ĺl-

lec epistămec ìpwc h fusikă) ătan lÐgo wc polÔ xekajarismènh; upărqe mÐa
logikă: h klasikă. H logikă aută qrhsimopoioÔtan sta majhmatikĹ qwrÐc
kanèna prìblhma. Ta ărema nerĹ thc logikăc ta anatĹraxe prÿtoc o Brouw-er o opoÐoc amfisbăthse ta gnwstĹ majhmatikĹ kai katĹ sunèpeia th logikă.
MetĹ apì autì to plăgma sthn axiopistÐa thc klasikăc logikăc akoloÔ-
jhsan pollèc akìmh protĹseic gia nèa sustămata logikăc, Ĺlla apì autĹ
dhmiourgăjhkan gia na ikanopoiăsoun sugkekrimènec anĹgkec kai Ĺlla ìqi.
AnagnwrÐzontac aută thn katĹstash o Girard prospĹjhse na epanafèrei kĹ-
poia tĹxh enopoiÿntac th logikă. Sto [15] proteÐnei èna enopoihmèno logismìLU, tou opoÐou o logismìc Gentzen perièqei, wc eidikèc periptÿseic, thn kla-
sikă, thn diaisjhtikă kai thn grammikă logikă. Gia kĹje logikă o antÐstoiqoc
logismìc Gentzen diafèrei apì touc Ĺllouc sto trìpo diaqeÐrishc twn ìrwn
tou. Sto logismì LU o kĹje ìroc qwrÐzetai se dÔo zÿnec: mia klasikă kai
mÐa grammikă. (H diaisjhtikă logikă prokeÐptei apì thn grammikă logikă.)
QondrikĹ kĹje aporrèousa prìtash èqei th morfă:�; �0 ` �0;�
ìpou ta �0, �0 sumperifèrontai klasikĹ kai ta �, � grammikĹ. O paragÿme-
noc logismìc eÐnai uperbolikĹ megĹloc, enÿ, ìpwc paradèqetai kai o Ðdioc oGirard, den apoteleÐ parĹ ènan èxupno epanorismì thc grammikăc logikăc.

3Sta
k Environment Control Dump.
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6.2 H logikèc LLL, ELL kai SLLL
Den eÐnai mìno to mègejoc anastaltikìc parĹgontac sthn uiojèthsh tou

logismoÔ LU allĹ kai h anakĹluyh dÔo nèwn logikÿn: thc elafrĹc (light)
grammikăc logikăc (LLL) kai thc stoiqeiÿdouc (elementary) grammikăc lo-
gikăc (ELL) [13]. Ta logikĹ autĹ sustămata ătan apotèlesma thc èreunac
pĹnw se mia logikă sthn opoÐa kĹje apìdeixh gÐnetai se poluwnumikì qrìno,
dhl. o arijmìc twn bhmĹtwn pou apaitoÔntai frĹsetai apì pĹnw apì kĹpoio
poluÿnumo anĹlogo tou măkouc thc proc apìdeixh prìtashc. H LLL eisagĹ-
gei èna nèo sÔndesmo ton x, gia ton opoÐo isqÔei (xA)? = xA? kai gia to lìgo
autì onomĹzetai oudèteroc. To endiafèron me thn LLL apoteleÐ to gegonìc
ìti mporeÐ na eidwjeÐ wc èna sÔsthma thc jewrÐac sunìlwn; enÿ mporeÐ na
eidwjeÐ kai wc ènac logismìc � me tÔpouc. Gia parĹdeigma oi akèraioi arijmoÐ
èqoun tÔpo 8X:!(X ( X) ( x(X ( X), ìpou to X eÐnai metablhtă deutè-
rou bajmoÔ. An kai h poluplokìthta thc LLL eÐnai elafriĹ, h sÔntaxh eÐnai
arketĹ bariĹ. Autì odăghse ton Asperti sto sqediasmì thc uperelafriĹc
(super light) grammikăc logikăc (SLLL) [3]. GenikĹ milÿntac ìla autĹ ta
sustămata eÐnai polÔ nèa kai ja prèpei na gÐnei akìmh arketă douleiĹ ÿste
na faneÐ h axÐa twn. Tèloc, ja prèpei na anaferjeÐ ìti to sÔsthma ELL
diafèrei apì to LLL sto ìti perièqei epiplèon thn arqă !A
 !B ( !(A
B).
7 Grammikă logikă kai parĹllhloc programmati-
smìc

ApoteloÔse pepoÐjhsh tou Girard ì,ti h grammikă logikă ja èprepe na
sqetÐzetai me ton parĹllhlo programmatismì, dhl. thn programmatistikă me-
jodologÐa katĹ thn opoÐa diĹforec enìthtec kĹpoiou progrĹmmatoc ekteloÔn-
tai tautìqrona. Gia ton lìgo autì o Girard anèptuxe ta legìmena dÐktua
apodeÐxewn (proof nets), sta plaÐsia tou pollaplasiastikoÔ tmămatoc thc
grammikăc logikăc, dhl. twn sundèsmwn 
, P, 1 kai ?. Ta dÐktua apìdeixhc
den eÐnai tÐpote Ĺllo apì mia grafikă parousÐash thc apìdeixhc enìc jew-
rămatoc apallagmènhc apì ta sumfrazìmena (
ontext). Gia ton orismì twn
diktÔwn apìdeixhc qreiazìmaste na orÐsoume thn ènnoia thc domăc apìdeixhc
(proof stru
ture), dhl. enìc grafămatoc to opoÐo mporeÐ na apartÐzetai apì
ta parakĹtw domikĹ antikeÐmena :� sÔndesmoc: A A?� apokopă: A A?� logikoÔc kanìnec: A BA
B A BA P B 1 ?
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KĹje tÔpoc ja prèpei na eÐnai sumpèrasma enìc kai mìno enìc kanìna, enÿ
mporeÐ na eÐnai upìjesh to polÔ enìc kanìna. Oi tÔpoi, oi opoÐoi den eÐnai
upojèseic, onomĹzontai sumperĹsmata thc domăc apìdeixhc. Ta dÐktua apì-
deixhc eÐnai domèc apìdeixhc ta opoÐa domoÔntai sÔmfwna me touc kanìnec tou
grammikoÔ logismoÔ Gentzen:� Oi sÔndesmoi eÐnai dÐktua apìdeixhc.� An to A eÐnai sumpèrasma enìc diktÔou apìdeixhc � kai to A? eÐnai

sumpèrasma tou diktÔou apìdeixhc � 0, tìte to�....A � 0....A?
eÐnai dÐktuo apìdeixhc� An to A eÐnai sumpèrasma enìc diktÔou apìdeixhc � kai to B eÐnai
sumpèrasma enìc diktÔou apìdeixhc � 0, tìte�....A � 0....BA
B
eÐnai dÐktuo apìdeixhc.� An to A kai B eÐnai sumperĹsmata tou Ðdiou diktÔou � 0, tìte� 0....A ....BA P B� O domă apìdeixhc 1 eÐnai dÐktuo apìdeixhc� An � eÐnai dÐktuo apìdeixhc, tìte to�?
eÐnai dÐktuo apìdeixhc.

Gia parĹdeigma h apìdeixh thc klasikăc grammikăc logikăc` A;A? ` B;B?` A
B;A?; B? ` C;C? 
` (A
B)
 C;A?; B?; C?` A?; B?; (A
B)
 C;C?` A? P B?; (A
B)
 C;C? P
10



antistoiqeÐ sto parakĹtw dÐktuo apìdeixhc:

A BA 
 B C A? B?(A
B)
 C C? A? P B?
H shmantikìterh idèa ìson aforĹ thn perigrafă parallălwn susthmĹtwn

eÐnai aută thc epikoinwnÐac metaxÔ miac eidìdou kai miac exìdou. An jewră-
soume wc exìdouc thc drĹseic kai wc eisìdouc tic antidrĹseic, tìte o kanìnac
apokopăc twn diktÔwn apìdeixhc antistoiqeÐ se epikoinwnÐa. Enÿ oi sÔnde-
smoi P kai 
 apoteloÔn touc mhqanismoÔc perigrafăc thc parallhlÐac. Se
kĹje perÐptwsh h antÐdrĹsh tou tÔpou (A m B)? mporeÐ na eidwjeÐ wc dÔo
xeqwristèc antidrĹseic A? kai B?; enÿ h drĹsh A m B wc dÔo drĹseic A kaiB. ’Omwc sthn perÐptwsh pou to m eÐnai o sÔndesmoc 
 den upĹrqei suner-
gasÐa, enÿ sthn antÐjeth perÐptwsh upĹrqei sunergasÐa (bl. [12]). Tèloc, o
sÔndesmoc ! antistoiqeÐ gia tic men drĹseic sthn idèa thc eggrafăc se kĹpoio
stajerì kataqwrhtă, enÿ gia tic antidrĹseic se akajìristo arijmì autÿn.
Qrhsimopoiÿntac wc bĹsh ta dÐktua apodeÐxewn, o Lafont dhmÐourghse ar-

qikĹ ta dÐktua allhlepÐdrashc (intera
tion nets) [22] kai sthn sunèqeia touc
sundiastèc allhlepÐdrashc (intera
tion 
ombinators) [23], ta opoÐa apote-
loÔn mia nèa morfă glÿssac programmatismoÔ.
O Abramsky dhmiourgÿntac èna nèo mhqanismì, autì twn ekfrĹsewn apì-

deixhc, dÐnei mia diaforetikă morfă sthn ermhneÐa twn parallălwn susthmĹ-
twn mèsw thc grammikăc logikăc [2]. OusiastikĹ autì pou kĹnei o Abramsky
eÐnai h antikatĹstash twn diktÔwn apodeÐxewn me tic ekfrĹseic apìdeixhc.
’Omwc tÐ eÐnai mia èkfrash apìdeixhc? ApoteloÔn èkfrĹsh thc klassikăc
grammikăc logikăc wc mia jewrÐa tÔpwn me ta parakĹtw qarakthristikĹ:� ’Ena sÔnolo N onomĹtwn, ta opoÐa shmeiÿnoume wc x, y kai z, enÿ ta�x, �y kai �z antistoiqoÔn se peperasmènouc katalìgouc onomĹtwn.� Oi ìroi eÐnai thc morfăc:x� �t
 u t P uinl(t) inr(u) �x(P [℄Q)?t t�u �x(P )� Oi sunexisÿseic èqoun th morfă t?u, ìpou ta t kai u eÐnai ìroi, enÿ ta� kai � antistoiqoÔn se katalìgouc sunexisÿsewn.
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� Oi ekfrĹseic apìdeixhc èqoun th morfă �; �t, enÿ ta ta P kai Q anti-
stoiqoÔn se ekfrĹseic apìdeixhc.

Ta diĹfora autĹ sÔmbola qrhsimopoioÔntai gia na grafeÐ o logismìc Gentzen
thc grammikăc logikăc se mia nèa morfă, ètsi o parakĹtw kanìnac antistoiqeÐ
ston kanìna apokopăc:` �;�; t : A ` �;�; u : A?` �;�; t?u; �;�
enÿ o kanìnac èna ekgrĹzetai wc `; � : 1
To pio endiafèron stoiqeÐo thc kataskeuăc apoteleÐ to gegonìc ì,ti Abram-sky dÐnei mia ermhneÐa twn ekfrĹsewn apìdeixhc qrhsimopoiÿntac wc bĹsh thn
qhmikă afhrhmènh mhqană twn Berry kai Boudol [6].
O Abramsky sto [1] parousiĹzei mia arketĹ spoudaÐa idèa pou anafè-

retai sthn antÐlhyh ì,ti oi apodeÐxeic mporoÔn na leitourgoÔn wc diergasÐec
(pro
ess). Me bĹsh aută thn idèa o Abramsky parousiĹzei mia metĹfrash
apodeÐxewn thc grammikăc logikăc ston logismì � tou Robin Milner [26] (bl.
parĹrthma Bþ gia mia sÔntomh perigrafă). H metĹfrash aută apotèlese th bĹ-
sh gia mia Ĺllh metĹfrash apì touc Bellin kai S
ott tou sÔgqronou logismoÔ� sth grammikă logikă [4]. Antijètwc oMiller parousiĹzei mia metĹfrash tou
logismoÔ � sth grammikă logikă [25].
8 Autìmath apìdeixh jewrhmĹtwn

H autìmath apìdeixh jewrhmĹtwn apoteleÐ èna shmantikì tomèa efarmo-
găc thc majhmatikăc logikăc. ApoteleÐ de to mhqanismì ekeÐno me ton opoÐo
mporeÐ kaneÐc na apodeÐxei mia prìtash se mia sugkekrimènh logikă (gia peris-
sìterec plhroforÐec bl. [10]). O Tanel Tammet prwtopìrhse sthn èreuna
gia thn autìmath apìdeixh jewrhmĹtwn sth grammikă logikă [29]. O tomèac
apoteleÐ anoiktì antikeÐmeno èreunac.

12



PARARTHMA

Aþ KathgoriakĹ montèla logikăc

Mia kathgorÐa (
ategory) C apoteleÐtai apì mia sullogă antikeimènwn C0
kai mia sullogă morfismÿn C1 oi opoÐec ikanopoioÔn tic parakĹtw sunjăkec:� KĹje morfismìc èqei èna pedÐo orismoÔ kai èna pedÐo timÿn; an èqoume to

morfismì f : X ! Y , tìte to X eÐnai to pedÐo orismoÔ (X = dom(f))
kai to Y to pedÐo timÿn (Y = 
odom(f)). O morfismìc f mporeÐ na
shmeiwjeÐ kai me ton exăc trìpo: X f�! Y .� An èqoume dÔo morfismoÔc f kai g tètoiouc ÿste 
odom(f) = dom(g),
h sÔnjesh twn f kai g, h opoÐa shmeiÿnetai wc gf , orÐzetai kai èqei
pedÐo orismoÔ to dom(f) kai pedÐo timÿn to 
odom(g).� H sÔnjesh morfismÿn eÐnai prosetairistikă, dhl. an èqoume touc mor-
fismoÔc f : X ! Y , g : Y ! Z kai h : Z !W , tìte h(gf) = (hg)f .� Gia kĹje antikeÐmenoX upĹrqei ènac tautotikìc morfismìc idX, o opoÐoc
ikanopoieÐ tic parakĹtw sqèseic:{ idXg = g gia kĹje g : Y ! X kai{ f idX = f gia kĹje f : X ! Y .

An èqoume dÔo kathgorÐec C kai D, ènac diakathgoriakìc morfismìc (fun
tor)F : C ! D apoteleÐtai apì tic prĹxeic F0 : C0 ! D0 kai F1 : C1 ! D1, gia tic
opoÐec isqÔei ìti gia kĹje f : X ! Y , F1(f) : F0(X)! F0(Y ) kai epiplèon� gia kĹje sÔnjesh gf èqoume F1(gf) = F1(g)F1(f) kai� F1(idX) = idF0(X) gia kĹje X 2 C0.
An èqoume dÔo kathgorÐec C kai D orÐzoume wc ginìmeno C �D mia kath-

gorÐa h opoÐa èqei wc antikeÐmena ta zeÔgh (C;D) 2 C0 �D0 kai morfismoÔc(C;D)! (C 0;D0) ta zeÔgh (f; g) me f : C ! C 0 sthn C kai g : D ! D0 sthnD.
’Ena antikeÐmeno X miac kathgorÐac C onomĹzetai termatikì antikeÐmeno,

an gia kĹje Ĺllo antikeÐmeno Y thc C upĹrqei akribÿc ènac morfismìc f 2 C1
apì to Y sto X.
’Estw C mia kathgorÐa tètoia ÿste gia kĹje zeÔgoc antikeimènwn (X;Y ) h

sullogă C(X;Y ) morfismÿn apì to X sto Y eÐnai sÔnolo, tìte h kathgorÐa
kaleÐtai topikĹ mikră (lo
ally small). An èqoume thn kathgorÐa C tìte h
kathgorÐa Cop èqei ta Ðdia antikeÐmena kai morfismoÔc me thn C, mono pou oi
morfismoÐ thc Cop èqoun antÐjeth forĹ. P.q, an o morfismìc f : X ! Y
anăkei sthn C, tìte o morfismìc �f : Y ! X anăkei sthn Cop. An h C
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eÐnai topikĹ mikră, tìte upĹrqei ènac diakathgoriakìc morfismìc Hom(�;�) :Cop � C ! Set o opoÐoc anajètei to zeÔgoc antikeÐmènwn (A;B) thc C sto
sunìlo C(A;B). (Set eÐnai h kathgorÐa pou èqei wc antikeÐmena ìla ta sÔnola
kai wc morfismoÔc tic sunartăseic metaxÔ twn.)
Lème ìti to parakĹtw diĹgramma antimetatÐjetai an hk = g.A BC��Rg -k ��	h
To kathgoriakì ginìmeno twn antikeimènwn X kai Y , miac kathgorÐac C,

eÐnai èna antikeÐmenoX�Y mazÐ me dÔo morfismoÔc probolăc �0 : X�Y ! X
kai �1 : X � Y ! Y , ètsi wste gia kĹje antikeÐmeno Z kai morfismoÔcf0 : Z ! X kai f1 : Z ! Y , upĹrqei akribÿc ènac morfismìc h : Z ! X � Y
ÿste to parakĹtw diĹgramma na antimetatÐjetaiZX X � Y Y�����	f0 �����Rf1pppppppppp?h��0 -�1
dhl. fi = �ih. To diakekomèno bèloc qrhsimopoieÐtai gia morfismoÔc pou
kĹnoun to diĹgramma na antimetatÐjetai kai twn opoÐwn jewroÔme thn Ôparxh.
To antikeÐmeno X + Y mazÐ me touc morfismoÔc �0 : X ! X + Y kai�1 : Y ! X + Y apoteloÔn to kathgoriakì Ĺjroisma twn X kai Y , an gia

opoiodăpote antikeÐmeno Z kai morfismoÔc f0 : X ! Z kai f1 : Y ! Z,
upĹrqei akribÿc ènac morfismìc h : X + Y ! Z tètoioc ÿste to parakĹtw
diĹgramma na antimetatÐjetai:X X + Y YZ�����Rf0-�0 pppppppppp?h ��1�����	 f1
Upojèste ìti gia ìla ta antikeÐmena X kai Y miac kathgorÐac C, upĹrqei

to ginìmenoX�Y kai ìti upĹrqei kĹpoio termatikì antikeÐmeno autăc thc ka-
thgorÐac. H kathgorÐa aută onomĹzetai kleistă kartesiană kathgorÐa (kkk)
an kai mìno an gia kĹje zeÔgoc antikeimènwn X kai Y upĹrqei to ekjetikì
antikeÐmeno Y X mazÐ me to morfismì upologismoÔ � : Y X�X ! Y , ètsi ÿste
gia kĹje antikeÐmeno Z kai morfismì f : Z � X ! Y , na upĹrqei akribÿc
ènac morfismìc h : Z ! Y X o opoÐoc na kĹnei to parakĹtw diĹgramma na
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antimetatÐjetai: Y X �X Y
Z �X

-�ppppppppppp6h�idX ������f
To kathgoriakì montèlo thc diaisjhtikăc logikăc eÐnai h kleistă kartesiană
kathgorÐa.
Mia summetrikă monoðdăc kathgorÐa eÐnai mia kathgorÐa C efodiasmènh me

èna diakathgoriakì morfismì 
 : C �C ! C kai èna antikeÐmeno 1 2 C tètoio
ÿste X 
 (Y 
 Z) �= (X 
 Y )
 ZX �= 1
X; X 
 Y �= Y 
X
Mia summetrikă monoðdăc kathgorÐa eÐnai kleistă anHom(X 
A; Y ) �= Hom(X;A ( Y )
’Ena kathgoriakì montèlo thc grammikăc diaisjhtikăc logikăc, qwrÐc ton te-
lestă P, eÐnai aplÿc mia summetrikă monoðdăc kleistă kathgorÐa (C;
;1;()
me peperasmèna ginìmena (&;>) kai ajroÐsmata (�;0). Gia mia ektetamè-
nh melèth twn diafìrwn kathgoriakÿn montèlwn thc grammikăc diaisjhtikăc
logikăc blèpe [7].

Bþ Logismìc �
Sto parĹrthma autì parousiĹzoume en suntomÐa thn pio aplă morfă tou

logismoÔ. O logismìc � eÐnai èna montèlo parĹllhlhc epexergasÐac to opoÐo
basÐzetai sthn ènnoia thc onomasÐac. H pio prwtìgonnh ontìthta tou logi-
smoÔ eÐnai to ìnoma. Ta onìmata, ta opoÐa mporoÔn na eÐnai Ĺpeira, shmeiÿ-
nontai wc x; y; : : : 2 X kai den èqoun kĹpoia eswterikă domă. H Ĺllh basikă
ontìthta pou parèqei o logismìc eÐnai h diergasÐa (pro
ess). Oi diergasÐec
sumbolÐzontai me P;Q; : : : 2 P, qtÐzontai de apì onìmata kai h sÔntaxh touc
èqei wc exăc: P ::=Xi2I �i:Pi ��� P jQ ��� !P ��� (�x)P
ìpou I eÐnai èna peperasmèno sÔnolo deiktÿn; eidikĹ sthn perÐptwsh pouI = ; to antÐstoiqo Ĺjroisma grĹfetai wc 0. Se kĹje ìro �:P to prìjema� antiproswpeÔei mia atomikă drĹsh (atomi
 a
tion), h opoÐa eÐnai to prÿto
prĹgma pou ekteleÐ h diergasÐa P . UpĹrqoun dÔo basikèc morfèc projemĹtwn:x(y) pou shmaÐnei: eisagwgă kĹpoiou onìmatoc (y) mèsw thc sÔndeshc x.�xy pou shmaÐnei: exagwgă tou onìmatoc y mèsw thc sÔndeshc x.
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Se kĹje perÐptwsh onomĹzoume to x upokeÐmeno kai to y antikeÐmeno. To
Ĺjroisma

Pi �i:Pi antiproswpeÔei mia diergasÐa pou dÔnatai na summetèqei
se mia mìno allĹ mìno mÐa epilogă epoikoinwniÿn. H diergasÐa P jQ aplĹ
shmaÐnei ìti ta P kai Q eÐnai tautìqrona energĹ; ètsi mporoÔn na droun
anexĹrthta allĹ kai na epikoinwnoÔn. H diergasÐa!P = P jP j � � � jP| {z }

n antÐgrafa

antistoiqeÐ sthn klwnopoÐhsh thc diergasÐac P . Prosèxte ìti autì den sh-
maÐnei ìti mia diergasÐa mporeÐ na èqei Ĺpeira antÐgrafa. Tèloc, h diergasÐa(�x)P periorÐzei th qrăsh tou onìmatoc x sthn P mìno.
H sqèsh �! epitrèpei to metasqhmatismì thc diergasÐac P sth diergasÐaP 0 se èna upologistikì băma: P �! P 0. KĹje upologistikì băma apoteleÐtai

apì mia allhlepÐdrash metaxÔ kanonikÿn ìrwn. O prÿtoc kanìnac anagwgăc
thc sqèshc �! eÐnai autìc thc epikoinwnÐac:(� � � + x(y):P )j(� � � + �xz:Q) �! Pfz=ygjQ
O kanìnac autìc ousiastikĹ apoteleÐ to mìno axÐwma thc sqèshc �!. Oi
upìloipoi kanìnec anagwgăc akoloujoÔn:P �! P 0P jQ �! P 0jQ PAR P �! P 0(�x)P �! (�x)P 0 RESQ � P P �! P 0 P 0 � Q0Q �! Q0 STRUCT
O Milner qrhsimopoiÿntac ton logismì � orÐzei arijmoÔc allĹ kai aplèc
prĹxeic sto stul tou logismoÔ �. ’Etsi ènac jetikìc arijmìc orÐzetai wc
exăc: n(xz) def= (�x:)n�z:
(Gia perissìterec plhroforÐec bl. [26].)
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Kolofÿn

To keÐmeno autì stoiqeiojetăjhke me thn telautaÐa èkdosh tou LATEX kai
thn ellhnikă epilogă tou pakètou babel, h opìia apoteleÐ proswpikă douleiĹ
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tou suggrafèa. Epiplèon qrhsimopoiăjhke to pakèto proof tou Makoto Ta-tsuta kai to pakèto pb-diagram tou Paul Bur
hard gia to sqediasmì twn
antimetajetikÿn diagrammĹtwn.
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